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𝑥2               من  𝑥لكل   =  𝑥  

𝑎ليكن    ≥ 0       𝑥2 = 𝑎    ⟺    𝑥 =  𝑎  أو  𝑥 = − 𝑎     

  إذا كان    
𝑎 ≤ 𝑏
𝑐 ≥ 0

𝑎𝑐    فإن     ≤ 𝑏𝑐   

  إذا كان    
𝑎 ≤ 𝑏

𝑐 ≤ 0
𝑎𝑐    فإن     ≥ 𝑏𝑐     

𝑎ليكن        ≥ 𝑏 >      فإن   0
1

≤
1

 

𝑏ليكن        ≤ 𝑎 <      فإن   0

      𝑎2 = 𝑏2     ⟺    𝑎 = 𝑏  أو   𝑎 = −𝑏    

  𝑥  هً العدد الذي نرمز لى ب  القيمٌ المطلقٌ للعدد ℝ  من     ليكن

= 𝑥 والمعرف بما يلً            
  𝑥      𝑥 ≥ 0
−𝑥    𝑥 ≤ 0

  

𝑥      يعنً  إذا كان    ≥   هو نفسى  فإن القيمٌ المطلقٌ للعدد 0

      

        

        

        

         

         

            
     𝑎 + 𝑏 3 = 𝑎3 + 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 + 𝑏3  

              

 𝑎 − 𝑏 3 = 𝑎3 − 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 − 𝑏3   

   

   

𝑥يعني  إذا كان    ≤   هي مقابله𝑥  فإن القيمة المطلقة للعدد 0

 

 𝑎 + 𝑏 2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2                                 

 𝑎 − 𝑏 2 = 𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2                                 

 𝑎2 − 𝑏2 =  𝑎 − 𝑏  𝑎 + 𝑏                                  

𝑎3 − 𝑏3 =  𝑎 − 𝑏  𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2                     

𝑎3 + 𝑏3 =  𝑎 + 𝑏  𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2                    

 

 

𝑥

𝑥 𝑥

𝑎 𝑏

1
≤

1
 
𝑎 𝑏

خاصيات .1

القيمة المطلقة .2

المتطابقات الهامة .3

تذكير

ℝ

1
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 لخل النظمٌ التاليٌ             
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐

𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 = 𝑐′
  

=∆نخسب       
𝑎 𝑏
𝑎′ 𝑏′

     

 خل هذه النظمٌ هو    
∆𝑥

∆
;
∆y

∆
  

𝑎𝑥   إشارة خدوديٌ من الدرجٌ الأولٍ + 𝑏  بخيث  𝑎 ≠ 0 

  نعتبر المعادلٌ 

   𝑎, 𝑏 =  𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏    

 𝑎, 𝑏 =  𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏   
 

  𝑎, 𝑏 =     𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏    
 𝑎, 𝑏 =  𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑎 < 𝑥 < 𝑏        

 𝑎, +∞ =  𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑥 ≥ 𝑎            
 𝑎, +∞ =    𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑥 > 𝑎       
 −∞, 𝑎 =  𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑥 ≤ 𝑎         

 =  𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑥 𝑎   

 

=∆إذا كان       فإن النظمة لا تقبل حلا  0

≠∆إذا كان    =𝑦∆      نحسب         0  
𝑎 𝑐
𝑎′ 𝑐′

=𝑥∆       و        
𝑐 𝑏
𝑐′ 𝑏′

  

 

 هي

+∞                          
−𝑏

𝑎
                            −∞ 

a إشارة  إشارةعكس      a  𝑎𝑥 + 𝑏 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  

=∆بحيث  ∆   لحل هذه المعادلة نحسب  𝑏2 − 4𝑎𝑐   

𝑥

المميز 

 −∞, 𝑎  <

4. المجالات 

5. النظمات 

حدودية من الدرجة الأولى  .6

المعادلات من الدرجة الثانية.7

2
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 لا توجد خلول خقيقيٌ  : 

   ℝلا يمكن تعميل هذه المعادلٌ فً  : 

𝑎𝑥2إشارة   : + 𝑏𝑥 + 𝑐   هً إشارة  a 

=∆    إذا كان  0 

=  خل وخيد: 
−𝑏

2𝑎
      

  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  = 𝑎 𝑥 − 𝑥1 2     

𝑎𝑥2إشارة     : + 𝑏𝑥 + 𝑐   هً إشارة  a   

 

<∆    إذا كان  0 

𝑥1  بخيث𝑥2 و 𝑥1 المعادلٌ تقبل خلين خقيقيين :  =
−𝑏+ ∆

2𝑎
=  و   

−𝑏− ∆

2𝑎
    

  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  = 𝑎 𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2     ∶ 

𝑎𝑥2إشارة     : + 𝑏𝑥 + 𝑐  هً إشارة    a  ذارج الجذرين 

 

 

>∆    إذا كان    0 

+∞                                        −∞ 

a 𝑎𝑥2  إشارة + 𝑏𝑥 + 𝑐 

+∞                    
−𝑏

2𝑎
                    −∞ 

a  إشارة a  إشارة  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 

+∞                  𝑥2                 𝑥1                 −∞ 

a 𝑎𝑥2إشارة  aعكس إشارة  aإشارة  + 𝑏𝑥 + 𝑐 

𝑥2

𝑥1

𝑥

𝑥

𝑥

تذكير

3
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  الذالة المنعذمة.1

= 𝑓 𝑥الدالٌ المنعدمٌ هً الدالٌ المعرفٌ بما يلً    0 .     

 الذالة الثابثة.2

= 𝑓 𝑥هً الدالٌ التً تكتب علٍ شكل   𝑐     بخيث  𝑐 ∈ ℝ.  

 الذالة الخطية.3

= 𝑓 𝑥الدالٌ الذطيٌ هً الدالٌ التً تكتب علٍ الشكل التالً    𝑎𝑥.  

 الذالة التآلفية.4

= 𝑓 𝑥الدالٌ التآلفيٌ هً الدالٌ التً تكتب علٍ الشكل التالً   𝑎𝑥 + 𝑏.  

 الذالة الحذودية.5

 .الدالٌ الخدوديٌ هً  كل دالٌ لا تختوي علٍ الجذر المربع و الكسر و القيمٌ المطلقٌ 

 الذالة الجذرية.6

  .= 𝑓 𝑥الدالٌ الجذريٌ هً خدوديٌ علٍ خدوديٌ  أي    

 الذالة المتخاطة.7

  .الدالٌ المتذاطٌ هً الدالٌ التً تكتب علٍ الشكل التالً  

 الذالة لاجذرية.8

 .الدالٌ لاجذريٌ هً كل دالٌ تختوي علٍ الجذر مربع 

 الذالة المثلثية.9

𝑐𝑜𝑠هً دالٌ تختوي  علٍ   𝑥  أو  𝑠𝑖𝑛 𝑥  أو  𝑡𝑎𝑛 𝑥. 

  

𝑃 𝑥 

𝑄 𝑥 
 

𝑓 𝑥 =
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
  

4
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 لدنوعة التعسيف الدالة العدد ية

𝐷𝑓  >

𝐷𝑓 𝑥 ≠

2
  

𝑓 𝑥 = 𝑃 𝑥  

𝑓 𝑥 =
𝑃 𝑥 

𝑄 𝑥 
 

𝑓 𝑥 =  𝑃 𝑥  

𝑓 𝑥 =
𝑃 𝑥 

 𝑄 𝑥 
 

𝑓 𝑥 =
 𝑃 𝑥 

 𝑄 𝑥 
 

𝑓 𝑥 =  
𝑃 𝑥 

𝑄 𝑥 
 

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛 𝑥  

 

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛 𝑓 𝑥   

 

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛 𝑓 𝑥   

≤ 𝑓 𝑥 و       0 

𝑒𝑥  

𝑠𝑖𝑛 𝑥 

𝑐𝑜𝑠 𝑥 

𝑡𝑎𝑛 𝑥 

𝐷𝑓 = ℝ 

𝐷𝑓 =  𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑄 𝑥 ≠ 0  

𝐷𝑓 =  𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑃 𝑥 ≥ 0  

𝐷𝑓 =  𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑄 𝑥 > 0  

𝐷𝑓 =  𝑥 ∈ ℝ   𝑃 𝑥  ≥ 0 𝑒𝑡 𝑄 𝑥 > 0  

𝐷𝑓 =  𝑥 ∈ ℝ    
𝑃 𝑥 

𝑄 𝑥 
 ≥ 0 𝑒𝑡 𝑄 𝑥 ≠ 0  

𝐷𝑓 =  0; +∞  

𝐷𝑓 =  𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑓 𝑥 > 0  

𝐷𝑓 =  𝑥 ∈ ℝ ∕ 𝑓 𝑥 ≠ 0  

𝐷𝑓 = ℝ 

𝐷𝑓 = ℝ 

𝐷𝑓 = ℝ 

𝐷𝑓 = ℝ −   
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ∕ 𝑘 ∈ ℤ  

5
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√                                          
   

     

   
    

√   ∞                                  
    

 

  
   

   
    

 

√ 
                                       

    

 

  
   

                      

 الجنع الجداء الخازج

𝑎 × +∞ = +∞    𝑎 > 0 

𝑎 × +∞ = −∞    𝑎 < 0 

𝑎 × −∞ = +∞    𝑎 < 0 

∞ × ∞ = ∞ 

 

+∞ + ∞ = +∞ 

−∞ − ∞ = −∞ 

𝑎 + ∞ +∞ 

𝑎 −∞ = −∞ 

0 ×  ±∞     𝐹𝐼 
+∞ − ∞    𝐹𝐼 
−∞ + ∞    𝐹𝐼 

   عددا فسدياnإذا كان  عددا شوجيا  nإذا كان 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥𝑛 = +∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑥𝑛 = −∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

1

𝑥𝑛 = +∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

1

𝑥𝑛 = −∞ 

1

0+= +∞ 

1

0−= −∞ 

1

∞
= 0 

0

∞
= 0 

∞

∞
      FI 

0

0
     𝐹𝐼 

 

0 ×  ±∞     𝐹𝐼 

+∞ + ∞ = +∞ 

−∞ − ∞ = −∞ 

𝑎 + ∞ = +∞ 

𝑎 − ∞ = −∞ 

   ∞   ∞        

   ∞   ∞        

   ∞   ∞        

  ∞  ∞ 

+∞ + ∞ = +∞ 

−∞ − ∞ = −∞ 

𝑎 + ∞ = +∞ 

𝑎 − ∞ = −∞ 

+∞ − ∞    𝐹𝐼 

−∞ + ∞    𝐹𝐼 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥𝑛 = +∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑥𝑛 = +∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

1

𝑥𝑛
= +∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

1

𝑥𝑛
= +∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥𝑛 = +∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑥𝑛 = −∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

1

𝑥𝑛
= +∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

1

𝑥𝑛
= −∞ 

I. قواعد أساسية لحساب النهايات

II. مقلوباتها    𝑥 ∈ ℕ∗          𝑥 → 𝑥𝑛   𝑥 →  𝑥  ونهاية الدوال

6
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 نهاية حدودية 

   
 

  ∞  عدد

   

التعويض   

 المباشر
 

هي نهاية حدها 

 الأكبر درجة
 

  الدوال الجذرية

   

 ∞  عدد 

 

   

 
التعويض  

 المباشر
 

نهاية خارج حديها 

 الأكبر درجة

 

 

  

 

 عدد
a

0
 

0

0
 

 

من الضروري 

دراسة إشارة 

المقام لتحديد 

 إشارته

من الضروري 

تعميل البسط 

والمقام ثم 

 الإختزال

 حالات مختلفة وهي  3بالنسبة للدوال لاجذرية توجد 

 

   
   

 ( )

 ( )
    

    

 ( )

 ( )
 

 

   
   

√ ( )   ( ) 

III.  طرق حساب النهايات 

الدوال الحدودية .

 الدوال الجذرية .2

الدوال لا جذرية .3

1
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  التعويض  المباشر

  

  عدد 

 

  المرافق

 

 
 

1الحالة

 

         نعمل بأصغر الحدين
𝑓  نحدد أكبر حد للدالة

𝑔  نحدد أكبر حد للدالة

  

2الحالة
  

  

 
 

  التعويض  المباشر

   
 

+∞ −  عدد  ∞
 

  
 

  التعميل

  

  

0  عدد ∞×

  
  المرافق

3الحالة

 

 

   
   

 ( )

 ( )
 

   
   

√ ( )   ( ) 

   
    

 ( )

 ( )
 

8



 

ESBOUK esbouk@gmail.com 

  ESBOUK النهاياتالثانوية التأهيلية فاطمة الفهرية

 

   
   

   ( )

 
                    

   

   ( )

 
                   

   

      

  
 

 

 
 

  

   
   

   (  )

  
                    

   

   (  )

  
                   

   

     (  )

(  ) 
 

 

 
 

 ( )   ( )   ( )     

   
    

 ( )   

   
    

 ( )   

}           
    

 ( )    
 

| ( )   |   ( )    

   
    

 ( )   }                     
    

 ( )        

 

 ( )   ( )

   
    

 ( )       }                          
    

 ( )        

 

 ( )   ( )    

   
    

 ( )            }                    
    

 ( )        

 

𝑥نهايات الدوال من نوع →  𝑢 𝑥  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑢 𝑥  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

 𝑢 𝑥  

𝑙 ≥ 0 
+∞ 

 𝑙 
+∞ 

 نهايات الدوال المثلثية

 النهايات والترتيب
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⟺  متصلٌ علٍ اليمين وعلٍ اليسار فً     𝑥0  𝑓ًمتصلٌ ف    𝑥0 

;𝑎  متصلٌ فً كل عنصر من المجال إذا كانت   متصلٌ علٍ مجال مفتوح تكون   𝑏  

;𝑎  متصلٌ علٍ مجال مػلق  تكون   𝑏    متصلٌ  علٍ المجال المفتوح     إذا كانت

  وعلٍ اليسار فً متصلٌ علٍ اليمين فً   و 

;𝑎 علٍ كل من المجالات  𝑓نعرف بالمثل اتصال   ;𝑎  و   𝑏  و  𝑎; ;∞−   و ∞+ +∞   

  عدد خقيقً و  دالتين متصلتين علٍ مجال  و  لتكن 

+𝑓الدوال  𝑔    و 𝑓× و   𝑘𝑓 ٍمتصلٌ عل    

 𝐼  متصلتين علٍ   و  الدالتين   فإن  تنعدم علٍ  لا    

 𝐼 متصلٌ علٍ  𝑓   و  𝑓n  فإن  𝐼متصلٌ علٍ   𝑓إذا كانت  

𝑥 فإن الدالٌ   𝐼  متصلٌ وموجبٌ علٍ 𝑓إذا كانت   →  𝑓 𝑥 ٍمتصلٌ أيضا  عل  𝐼 

   
    

 ( )   (  )     متصلة في         

   
    

 
 ( )   (  )     متصلة  على اليمين في          

   
    

 
 ( )   (  )     متصلة  على اليسار في          

 𝑎; 𝑏  

b

إذا كانت 

 كل ℝ   دالٌ خدوديٌ متصلٌ علٍ 
 

 

 𝑎; 𝑏  

𝑘 𝐼

𝐼

𝐼

 

 

 

 

 

𝑔

𝑓𝑔

𝑓

𝑔 𝑔
𝑔

𝑏 𝑎

 1
 

I. الاتصال في نقطة 
تعريف .1

II.  الاتصال على مجال 

2. الاتصال على اليسار-الاتصال على الينين 

خاصية .3

الاتصال على مجال .

 العنليات على الدوال المتصلة .

 نتائج .

1

2

3
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 ℝ متصلتان علٍ cos و sinالدالتان  

ℝ متصلٌ علٍ مجموعٌ تعريفوا  tanالدالٌ   −  
π

2
+ π ∕ ∈   

  𝑓 𝐼 هو مجال و نرمز لى ب 𝑓 بدالٌ متصلٌ 𝐼صورة مجال  

صورة قطعٌ بدالٌ متصلٌ هً قطعٌ  

كل دالٌ جذريٌ متصلٌ علٍ مجموعٌ تعريفوا  

 +ℝ متصلٌ علٍ الدالٌ   

 

   √  

 تناقصية قطعا 𝑓   تصايدية قطعا 𝐼   𝑓 المجال

 𝑓 𝑎 ; 𝑓 𝑏    𝑓 𝑏 ; 𝑓 𝑎   

 lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→ 𝑏−

𝑓  lim
𝑥→𝑏−

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥   

 𝑓 𝑎 ; lim
𝑥→𝑏−

𝑓 𝑥  lim
𝑥→𝑏−

𝑓 𝑥 ; 𝑓 𝑎   

 lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥 ; 𝑓 𝑏  𝑓 𝑏 ; lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥   

 𝑓 𝑎 ; lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 ; 𝑓 𝑎   

 lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→ +∞

𝑓 lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥   

 lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 ; 𝑓 𝑎  𝑓 𝑎 ; lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥   

 lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→ 𝑎−

𝑓 lim
𝑥→𝑎−

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥   

 lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→+∞

𝑓 lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥   

 

 𝑎; 𝑏  

 𝑎; 𝑏  

 𝑎; 𝑏  

 𝑎; 𝑏  

 𝑎; +∞  

 𝑎; +∞  

 −∞;   

 −∞;   

ℝ 
 

 

 

𝑎

𝑎

 𝑓 𝑎 ; 𝑓 𝑏   

 lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→𝑏−

𝑓 𝑥   

 𝑓 𝑎 ; lim
𝑥→𝑏−

𝑓 𝑥   

 lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥 ; 𝑓 𝑏   

 𝑓 𝑎 ; lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥   

 lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥   

 lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 ; 𝑓 𝑎   

 lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→𝑎−

𝑓 𝑥   

 lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥   

 𝑓 𝑏 ; 𝑓 𝑎   

 lim
𝑥→𝑏−

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥   

 lim
𝑥→𝑏−

𝑓 𝑥 ; 𝑓 𝑎   

 𝑓 𝑏 ; lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥   

 lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 ; 𝑓 𝑎   

 lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥   

 𝑓 𝑎 ; lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥   

 lim
𝑥→𝑎−

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥   

 lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 ; lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥   

𝑘 𝑘 ℤ 

 صورة مجال بدالة متصلة .4

صورة مجال   بدالة متصلة ورتيبة قطعا .5
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;𝑎  متصلٌ علٍ المجال  𝑓إذا كانت  𝑏  

× 𝑓 𝑎وكان  𝑓 𝑏 < 0   

= 𝑓 𝑥 فإن المعادلٌ  ;𝑎 تقبل خلا علٍ الأقل فً المجال  0   

;𝑎  متصلٌ علٍ المجال  𝑓إذا كانت  𝑏  

;𝑎  رتيبٌ قطعا علٍ المجال  𝑓وكانت  𝑏  

× 𝑓 𝑎وكان  𝑓 𝑏 < 0

;𝑎 تقبل خلا وخيدا  فً المجال  𝑏  

العبارات التاليٌ متكافئٌ 

= 𝑓 𝑥المعادلٌ     تقبل خلا علٍ الأقل فً المجال  0

  Cf   خيث        يقطع مخور الأفاصيل فً نقطٌ أفصولوا𝑎 < 𝛼 < 𝑏 

;𝑎  المجال   فًيوجد علٍ الأقل  𝑏   بخيث 𝑓(𝛼) = 0 

 للإجابٌ علٍ إخدى هذه العبارات نستعمل مبرهنٌ القيم الوسيطيٌ

 

             

1مبرهنة 

 2مبرهنة 

 ملاحظة
 

𝑏

= 𝑓 𝑥 فإن المعادلٌ  0

 𝑎; 𝑏 

𝛼

𝛼

III. مبرهنة القيم الوسيطية 

اتصال دالة عددية
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    𝐼   تقبل دالٌ عكسيٌ معرفٌ من المجال   𝑓فإن    𝐼 متصلٌ و رتيبٌ قطعا علٍ مجال fإذا كانت 

   𝑓−1 ويرمز لوا ب 𝐼نخو المجال 

 

لتخديد الدالٌ العكسيٌ نستعين بالتكافئ التالً 

 𝐼  متصلٌ و رتيبٌ قطعا علٍ مجال 𝑓إذا كانت 

فإن 

 𝑓−1ٍمتصلٌ عل  

 𝑓 و   𝑓−1لوما نفس التػيرات   

  𝐶𝑓  متماثلان بالنسبٌ للمنصف 1−  و   

𝑦     الأول للمعلم أي المستقيم ذو المعادلٌ = 𝑥 

 
 

 

𝑓

{
 ( )   

   
         {

   ( )   

   ( )
 

       (     )( )    

    ( )    (     )( )       

   ( )              ( )    

𝐶𝑓

  

 

 

 

 

 

 

 𝐼    𝑓

I. تعاريف و خاصيات 
 خاصية .1

 نتائج .2

 ملاحظة .3

خاصية .4
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𝑓  و 𝑥0    قابلٌ الإشتقاق ف𝑓ً إذا كانت ′ 𝑥0 ≠ 0   

𝑦0فً    قابلٌ الإشتقاق 𝑓−1   فإن الدالٌ العكسيٌ = 𝑓 𝑥0  

 𝑓−1 ′ 𝑦0 = 

   دالٌ متصلٌ و رتيبٌ قطعا علٍ مجال لتكن 

𝑓 و دالتوا المشتقٌ  𝐼قابلٌ لإشتقاق علٍ المجال   𝑓 إذا كانت  𝐼   لا تنعدم علٍ المجال′

  𝑓 𝐼 قابلٌ الإشتقاق علٍ المجال   𝑓−1  فإن الدالٌ العكسيٌ

ولدينا 

                   
 

          ( )      (   )  
 

  [   ( )]
 

 
( ) 

 

𝑓 ′ 𝑥0    

𝐼 𝑓

                 

 

 𝐶𝑓   𝐶 −1  

 𝐶𝑓  ٌقبل مقارب عمودي معادلته  𝑥 =  𝐶𝑓 𝑦 ٌقبل مقارب أفقً معادلته      = 𝑎 

 𝐶𝑓  ٌقبل مقارب أفقً معادلته    𝑦 = 𝑏  𝐶𝑓 𝑥  ٌقبل مقارب عمودي معادلته   = 

 𝐶𝑓 ٌقبل مقارب مائل معادلته     𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏  𝐶𝑓 𝑦    ٌقبل مقارب مائل معادلته   = 𝑥 + 

 𝐶𝑓 ٌقبل مماس عمودي   𝐶𝑓   ٌقبل مماس أفقً 

 𝐶𝑓 ًٌقبل مماس أفق   𝐶𝑓   ٌقبل مماس عمودي 

 𝐶𝑓 ٌقبل نصف مماس عمودي   𝐶𝑓   ٌقبل نصف مماس أفقً 

 𝐶𝑓 ًٌقبل نصف مماس أفق   𝐶𝑓   ٌقبل نصف مماس عمودي 

𝑓

𝑏

𝑎
𝑏
𝑎

𝑎

 

II. اشتقاق الدالة العلسية 
 خاصية .1

خاصية .2

الدالة العكسية

−1 

−1 

−1 

−1 

−1 

−1 

−1 

المنحنىالمنحنى
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𝑛   الدالٌ ∈ ℕ∗    𝑥 → 𝑥𝑛  ٍمتصلٌ و تزايديٌ قطعا عل ℝ+  ٍتقبل دالٌ عكسيٌ معرفٌ عل

 ℝ+   ٌتسمٍ دالٌ الجذر من الرتب 𝑛ونرمز لوا ب     
𝑛

 

  +ℝ متصلٌ علٍ 𝑛 دالٌ الجذر من الرتبٌ

      

      

   𝑥
1

= 𝑥  و 𝑥
2

=  𝑥  و     x
3

  x يسمٍ جذر مكعب ل  

 ∗ℕ  من  𝑚   و 𝑛 ولكل +ℝ  من  𝑦 و  𝑥 ليكن

{
  √  

   
         {

    
   

 

               ℝ    ( √ 
 

)
 
 √   

   

                             (   )  (ℝ )    √ 
 

 √              

                             (   )  (ℝ )    √ 
 

 √              

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑥
𝑛

= +∞ 

 

 𝑥
𝑛

=  𝑥𝑚
𝑛𝑚

            𝑦 ≠ 0   
𝑥

𝑦

𝑛

=
 𝑥
𝑛

 𝑦
𝑛

                       𝑥𝑦
𝑛 =  𝑥

𝑛
×  𝑦

𝑛  

 0
𝑛

= 0                     𝑥
𝑛
 
𝑚

=  𝑥𝑚
𝑛

                                   𝑥
𝑚𝑛

=  𝑥
𝑛𝑚  

   𝑥𝑃
𝑛

= 𝑥
𝑝
𝑛                     𝑥

𝑛
= 𝑥

1
𝑛                                         1

𝑛
= 1 

 

𝑥 > 0   ,     𝑥
𝑛
 
′

=
1

𝑛  𝑥𝑛−1𝑛  

 

 

إذن فهي

تعزيف .1

2. خاصيات 

ملاحظات .3

عنليات على الجذور  من الزتبة    .4

nدالة الجذر من الزتبة   
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=  إذا كانت النوايٌ    𝑥0 قابلٌ الإشتقاق فً العدد   𝑓 نقول إن الدالٌ 𝑙

𝑓    يسمٍ العدد المشتق ويرمز لى بالرمز 𝑙. منتويٌ ′ 𝑥0  

;𝑀 𝑥0النقطٌ فإن منخناها يقبل مماسا فً   𝑥0   قابلٌ للإشتقاق فً عدد  𝑓 إذا كانت الدالٌ  𝑓 𝑥0     

𝑦معادلتى             = 𝑓 ′ 𝑥0  𝑥 − 𝑥0 +  𝑥0          

= 𝑔 𝑥           بما يلً ℝ الدالٌ المعرفٌ علٍ  𝑓 ′ 𝑥0  𝑥 − 𝑥0 +  𝑥0              

    𝑥0  فً النقطٌ  𝑓 تسمٍ الدالٌ التآلفيٌ المماسٌ لمنخنٍ الدالٌ       

  إذا كانت النوايٌ    𝑥0 قابلٌ الإشتقاق علٍ يمين العدد    𝑓 نقول إن الدالٌ 

𝑓   يسمٍ العدد المشتق علٍ اليمين  ويرمز لى بالرمز  𝑙  منتويٌ ′
𝑑
 𝑥0  

  إذا كانت النوايٌ    𝑥0 قابلٌ الإشتقاق علٍ يسار العدد    𝑓 نقول إن الدالٌ 

𝑓يسمٍ العدد المشتق علٍ اليسار  ويرمز لى  بالرمز     𝑙 منتويٌ ′
𝑔
 𝑥0  

 𝑓    قابلٌ الإشتقاق فً العدد 𝑥0    إذا كانت      𝑓 ′
𝑑
 𝑥0 = 𝑓 ′

𝑔
 𝑥0  

   𝑥0  تكون متصلٌ فً    𝑥0كل دالٌ قابلٌ للإشتقاق فً

;𝑥0  فإن المنخنٍ يمر بشكل عادي من النقطٌ   𝑥0  قابلٌ الإشتقاق فً  𝑓إذا كانت الدالٌ  𝑓 𝑥0   

;𝑥0  فإن المنخنٍ ينكسر فً النقطٌ   𝑥0  غير قابلٌ الإشتقاق فً  𝑓إذا كانت الدالٌ  𝑓 𝑥0  ٌو يكون زاوي 

 

   
    

 ( )   (  )

    
 

 = 𝑙   
    

 

 ( )   (  )

    
 

   = 𝑙   
    

 

 ( )   (  )

    
 

𝑓

.

.

𝑓

𝑀

𝑀

 I. قابلية الاشتقاق في عدد 

 تعزيف .1

الدالة التالفية المناسة  لمنحنى الدالة–معادلة المناس لمنحنى الدالة  .2  

قابليةالاشتقاق على اليسار–قابلية الاشتقاق على الينين  .3  

 خاصية .4

 ملاحظة .5
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;𝑎   قابلٌ  للإشتقاق علٍ مجال   𝑓 تكون  𝑏 إذا كانت قابلٌ للإشتقاق علٍ جميع نقطى   

;𝑎   قابلٌ  للإشتقاق علٍ مجال   𝑓 تكون  𝑏 ٍإذا كانت قابلٌ للإشتقاق عل     𝑎; 𝑏   و علٍ يمين  𝑎  

;𝑎   قابلٌ  للإشتقاق علٍ مجال   تكون   𝑏   ٍإذا كانت قابلٌ للإشتقاق عل   𝑎; 𝑏   و علٍ يسار  𝑏 𝑓

الاشتقاق على مجال .6

𝑓إذا كان جدول تػيرات الدالٌ 
 

  أي تقبل قيمٌ دنيا 𝑓فإن الدالٌ 

 ( )   

             

+∞                 𝑥0                      −∞ 

+ − 𝑓′ 𝑥  

 𝑓 𝑥  

 

 على الشكل التالي 

 

    

𝑥

II.  دراسة إشارة دالة انطلاقا من جدول التغيرات 

 قيمة دنيا .1

2

2 هي    

2

 ( )   2 > 0

 ( ) > 0 إذن 

 𝑓إذا كان جدول تػيرات الدالٌ 

  أي تقبل قيمٌ قصوى 𝑓فإن الدالٌ 

 ( )  

 ( )  

+∞                    𝑥0                     −∞  

+ − 𝑓′ 𝑥  

 𝑓 𝑥  

على الشكل التالي 

𝑥

قيمة  قصوى . 2

−1

1−  هي  

 −1

 −1 < 0 

 ( ) < إذن  0
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 دراسة إشارة دالة تزايدية قطعا .3

 𝑓إذا كان جدول تػيرات الدالٌ 

+∞                    𝑥0                     −∞  

+  𝑓′ 𝑥  

 𝑓 𝑥  

على الشكل التالي 

𝑥

+

 

0

دراسة إشارة دالة تناقصية قطعا .4

 

 

 𝑓إذا كان جدول تػيرات الدالٌ  

+∞                    𝑥0                     −∞  

  𝑓′ 𝑥  

 𝑓 𝑥  

على الشكل التالي 

𝑥

−−

0

𝑥0       ;∞− على المجال         

𝑥     𝑥0 

 ( )   ( )0

 ( )  0

  على المجال  

𝑥     𝑥0

 ( )  ( )0

 ( ) 0

 

 

 

     ; +∞     𝑥0

  دالة تزايدية قطعا  بما أن     دالة تزايدية قطعا  بما أن   

𝑥0       ;∞− على المجال         

𝑥     𝑥0 

 ( )  ( )0

 ( ) 0

  على المجال  

𝑥     𝑥0

 ( )  ( )0

 ( ) 0

 

 

بما أن    دالة تناقصية قطعا

 

 

بما أن    دالة تناقصية قطعا

 

 

  

       ; +∞     𝑥0

الاشتقاق
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𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑥0
+

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0
 

 

    

       

0 

 𝑥0; 𝑓 𝑥0   

نصف مماس 

أفقي على اليمين 

في النقطة 

𝑎 ≠ 0 

𝐴 0 𝑓 0  

نصف مماس على 

اليمين في النقطة 

معادلته 

 
 

 
+∞ 

  𝑥0   

 
نصف مماس عمودي 

في النقطة 

 موجه نحو الأعلى

 
 −∞ 

 
نصف مماس عمودي 

في النقطة 

موجه نحو الأسفل
 

 𝑥0; 𝑓 𝑥0   
 𝑥0; 𝑓 𝑥0    𝑥0; 𝑓 𝑥0   

 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

−

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0
 

 

    

      

0 

 𝑥0; 𝑓 𝑥0   

نصف مماس أفقي 

على اليسار في 

 النقطة

𝑎 ≠ 0 

 𝑥0; 𝑓 𝑥0   

نصف مماس على 

 اليسارفي النقطة

 معادلته

 

+∞ 

 𝑥0; 𝑓 𝑥0   

نصف مماس عمودي 

 في النقطة

 موجه نحو الأسفل

 
 

−∞ 

 𝑥0; 𝑓 𝑥0   

نصف مماس 

 عمودي في النقطة

 موجه نحو الأعلى

 

 

 

𝑦=𝑓′𝑑  𝑥0  𝑥−𝑥0 +𝑓 𝑥0  

𝑦=𝑓′𝑔 𝑥0  𝑥−𝑥0 +𝑓 𝑥0 

𝑀

𝑀

𝑀𝑀

𝑀

𝑀
𝑀𝑀

III. التأويلات الهندسية للا شتقاق 

الاشتقاق
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𝒉′  𝒙 𝒉 𝒙 

0 𝑐 

1 𝑥 

𝑎 𝑎𝑥 

2𝑥 𝑥2 

𝑛𝑥𝑛−1 𝑥𝑛  

1

2 𝑥
 𝑥

−
1

𝑥2
1

𝑥

𝑢 𝑥 
 

𝑙𝑛 𝑥  

𝑙𝑛 𝑢 𝑥   

𝑒𝑥  𝑒𝑥  

𝑎𝑒𝑎𝑥  𝑒𝑎𝑥  

𝑎𝑒𝑎𝑥+𝑏  𝑒𝑎𝑥+𝑏  

𝑢′ 𝑥 𝑒𝑢 𝑥  𝑒𝑢 𝑥  

𝑓′ 𝑥 + 𝑔′ 𝑥  𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  

𝑓′ 𝑥 × 𝑔 𝑥 + 𝑓 𝑥 × 𝑔′ 𝑥  𝑓 𝑥 × 𝑔 𝑥  

𝑎 × 𝑓′ 𝑥  𝑎 × 𝑓 𝑥  

𝑓′ 𝑥 × 𝑔 𝑥 − 𝑓 𝑥 × 𝑔′ 𝑥 

 𝑔 𝑥  2
 

𝑓 𝑥 

𝑔 𝑥 

−𝑘 × 𝑔′ 𝑥 

 𝑔 𝑥  2
𝑘

𝑔 𝑥 

𝑛[𝑓(𝑥)]𝑛−1𝑓′ 𝑥  [𝑓(𝑥)]𝑛  

𝑓′ 𝑥 

2 𝑓 𝑥 
 𝑓 𝑥 

𝑐𝑜𝑠 𝑥  𝑠𝑖𝑛 𝑥  

1

𝑥

− 𝑠𝑖𝑛 𝑥  𝑐𝑜𝑠 𝑥  

1 +  𝑡𝑎𝑛 𝑥  2 𝑡𝑎𝑛 𝑥  

𝑢′ 𝑥 

اشتقاق الدوال الاعتيادية
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓 𝑥 = 𝑏 
 

  

 𝐶𝑓   أفقي معادلته يقبل مقارب𝑦 = 𝑏  

 

 

 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 = ∞ 
 

 
 

 𝐶𝑓   عمودي معادلته يقبل مقارب𝑥 = 𝑎 
 

     

          

 

    

  

 
 

 

 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓 𝑥 = ∞ 
 

  

    

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

 
 
 
 
 
 
 

= 𝑎 𝑙
𝑥

= ∞ 

     

   𝐶𝑓    يقبل فرعا

شلجميا فً اتجاه 

مخور الأفاصيل
   

lim
𝑥→∞

f x − ax
 

   𝐶𝑓    يقبل فرعا     

  شلجميا فً اتجاه 
مخور الأراتيب

   

    

 
 

  
∞  

 
 
 
 
 
 
 

    

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

 𝐶𝑓   يقبل مقارب

 مائل معادلتى

  𝐶𝑓    يقبل فرعا

شلجميا فً اتجاه 

 المستقيم 

   
   

 ( )    

   
   

 ( )

 
      

   

 ( )

 
      

   

 ( )

 
   

 

∞

   
   

 ( )   

       

 

    

∞بجوار

∞بجوار∞بجوار

∞بجوار∞بجوار

المقاربات و الفروع اللانهائية
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الدالة الزوجية .1

تعريف

 ملاحظة

𝑓تكون      دالة زوجية إذا كانت

    ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓   ;   −𝑥 ∈ 𝐷𝑓       

   𝑓 −𝑥 = 𝑓 𝑥       ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓   ; 

 منخنٍ الدالٌ الزوجيٌ يكون متماثلا بالنسبٌ لمخور الأراتيب 

 الدالة الفردية .2

تعريف

 ملاحظة

    ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓   ;   −𝑥 ∈ 𝐷𝑓       

   𝑓 −𝑥 = 𝑓 𝑥       ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓   ; 

  

𝑓تكون     دالة فردية إذا كانت               

−

 

منخنٍ الدالٌ الفرديٌ يكون متماثلا بالنسبٌ لأصل المعلم

 

 محور التماثل .3

𝑥      المستقيم ذو المعادلٌ = 𝑎 ٍهو مخور تماثل المنخن  𝐶f   إذا و فقط إذا كانت 

         {
       

 (    )   ( )
 

مركز التماثل .4

;𝐼 𝑎   النقطٌ 𝑏   ٍمركزتماثل المنخن  𝐶fإذا و فقط إذا كانت   

 ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓      
2𝑎 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓 2𝑎 − 𝑥 = 2𝑏 − 𝑓 𝑥 
  

-الدالة الزوجية و الفردية  محور و مركز التماثل
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𝐶𝑓              نقول  إن  المنحنى     مقعر نحو الأراتيب  الموجبة  إذا وفقط  إذا كان يوجد  فوق  جميع  مماشتى

          
    

  
          

          
  

  

𝐶𝑓نقول  إن  المنحنى     مقعر نحو الأراتيب الصالبة  إذا وفقط  إذا كان يوجد  تحت  جميع  مماشتى

                  
  

 دراسة تفعر منحنى
.

 𝑓 ′′  𝑥  

𝑓 ′′  𝑥 ≥ 0 

الأراتيب الموجبة

𝑓 ′′  𝑥 ≤ 0 

نقول إن   

 الأراتيب السالبة

 

إذا كانت   

انعطاف أفصولها    نقول إن    مقعر نحو   𝑐𝑓 𝑐𝑓  مقعر نحو 

𝑓 تهعدم  في    ′′  𝑥  وتغير إشارتها    𝑥

 𝑥    يقبل نقطة 

+∞                 𝑥0                   −∞ 

  

 

 

  𝑥

𝑐𝑓 نقول إن   

𝑓′ 𝑥  

𝑓 𝑥  

′ +−

تقعر المنحنى 

 

تقعر منحنى .5

تعريف

𝐴

 𝐴 ; 𝑓    𝑥0
    𝑥0

نكطة انعطاف للننحنى    
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− 𝑓 𝑥 نقوم بدراسٌ إشارة   ∆  بالنسبٌ للمستقيم 𝐶𝑓 من أجل دراسٌ الوضع النسبً ل  𝑦 

 ∆   

 

 

𝑓 𝑥 − 𝑦 

𝑓 𝑥 − 𝑦 ≥ 0 

يىجد      

𝑓 𝑥 − 𝑦 ≤ 0 

     

 

  وتغير إشازتوا تهعدم  في إذا كانت   

 لدزاسة الىضع  في هره الحالة نهشئ جدول الىضع 

الهسبي  

 

𝑐𝑓 نقول إن   
    ∆  فىق المستقًم  

يىجد  𝑐𝑓 نقول إن   
 ∆  

𝑓 𝑥 −𝑦   𝑥0              

+∞                 𝑥0                   −∞ 

  

 

 

  𝑥

𝑓 𝑥  

 

+−−𝑦

𝑐𝑓

  تحت المستقًم  

 

= 𝑓 𝑥   مع مخور الأفاصيل نخل المعادلٌ   𝐶𝑓من أجل تخديد تقاطع  0 

;𝐴 𝑥1هً الخلول فإن نقط التقاطع هً ,,,و   و إذا كانت ;𝐵 𝑥2 و  0 0  

;𝐴 0 التقاطع مع مخور الأراتيب هو النقطٌ  𝑓 0   

𝑥1𝑥2,,,

𝑦   ∆  المستقيم  يكون = 𝑎𝑥 + 𝑏𝐶𝑓  إذا وفقط إذا كانت ∞ بجوار  

𝑦     ∆ ونستعمل هذه الذاصيٌ إذا كان السؤال هو بين أن المستقيم  = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑓 

   
   

( ( )  )    

الوضع النسبي .6

𝑐𝑓 تقاطع         مع  محوري المعله .7

التقاطع مع محوري المعلم-الوضع النسبي
المقارب المائل

𝑦

المقارب المائل .8

مقاربا مائلا

مقارب مائل  لدالة 

 𝐴 ; 𝑓    𝑥0
    𝑥0

    

𝐴

∆   نكطة تكاطع المنحنى و المشتكيه    

.تفاطع  مع  محور الأراتيب

 تفاطع  مع  محور الأفاصيل
.

 𝐶𝑓فوق
   ∆    

 𝐶𝑓

   ∆    
تحت
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;0  علٍ المجال  →   دالٌ اللوغاريتم النيبري هً الدالٌ الأصليٌ للدالٌ   +∞   

 𝑙𝑛 يرمز لوا ب و      والتً تنعدم فً

 𝑙𝑛 1 = 0 

 𝑒 = 2,718                 𝑙𝑛 𝑒 = 1 

 𝑙𝑛   0   دالٌ متصلٌ و قابلٌ للإشتقاق علٍ المجال; +∞  

𝑙𝑛′  =    

 𝑙𝑛   0   دالٌ تزايديٌ قطعا علٍ المجال; +∞  

 𝑥 = 𝑦   ⇔    𝑙𝑛 𝑥 = 𝑙𝑛 𝑦                               𝑥, 𝑦 > 0      

 𝑥 > 𝑦   ⇔    𝑙𝑛 𝑥 > 𝑙𝑛 𝑦                               𝑥, 𝑦 > 0 

 𝑥 ≥ 1   ⇔    𝑙𝑛 𝑥 ≥ 0 

 0 < 𝑥 ≤ 1  ⇔    𝑙𝑛 𝑥 ≤ 0 

 𝑙𝑛 𝑥    يكون دائما موجبايمكن أن يكون موجبا أو سالبا ولكن ما بداذل  

∗ℝ من 𝑦 و 𝑥 ليكن  
 ℚ من 𝑟  و+

  (  )    ( )    ( ) 

  (
 

 
)    ( )    ( ) 

  (
 

 
)     ( ) 

  (  )     ( ) 

𝑥

𝑥

 

 
 

 

 
 

 𝑙𝑛

1

I. تعاريف و خاصيات 

 تعزيف .1

 نتائج .2

 خاصيات .3

الدالة اللوغاريتنية
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;0   المجال من 𝑥 لكل  ℝ  من 𝑦 و  ∞+

 𝑙𝑛 𝑥 = 𝑦   ⇔    𝑥 = 𝑒𝑦 

 𝑥 ∈ ℝ∗              𝑙𝑛 𝑥2 = 2𝑙𝑛 𝑥  

 𝑥 ∈ ℝ∗               𝑙𝑛 𝑥𝑛 = 𝑛𝑙𝑛 𝑥  

             𝑙𝑛  𝑥 =
1

2
𝑙𝑛 𝑥 

(  ( ))
 
 

 
 

   
    

  ( )     

   
    

  ( )

 
    

   
    

  ( )

  
    

   
    

  ( )     

   
    

   ( )     

   
    

    ( )     

   
   

  ( )

   
   

   
   

  (   )

 
   

𝑥 ∈ ℝ+   

 𝑥 ∈ ℝ+              𝑙𝑛  𝑥
𝑛

 =
1

𝑛
𝑙𝑛 𝑥  

 𝑙𝑛 𝑢 𝑥   
′

=
𝑢′  𝑥 

𝑢 𝑥 
 

 𝑙𝑛 𝑢 𝑥  
′

=
𝑢′  𝑥 

𝑢 𝑥 
    

 

𝑥

 ملاحظات .4

 اشتقاق الدالة اللوغاريتنية .5

II.  النهايات 
 خاصيات .1

الدالة اللوغاريتنية
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 ( )                               
    

  ( ( ))     

   
    

 ( )                                
    

  ( ( ))     

   
    

 ( )                             
    

  ( ( ))

[ ( )] 
   

   
    

 ( )                               
    

[ ( )]   ( ( ))    

   
    

 ( )                                
    

  ( ( )   )

 ( )
   

 نتائج .2

III.  التمثيل المبياني للدالة  

الدالة اللوغاريتنية
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 𝑒𝑥𝑝 ٍدالٌ معرفٌ عل  ℝ  ٌوهً الدالٌ العكسيٌ للدال  𝑙𝑛   ٌوتسمٍ الدالٌ الأسي 

𝑥   الدالٌ  ⟶ 𝑒𝑥 ٍمعرفٌ عل    ℝ 

  ∀𝑥 ∈ ℝ          𝑒𝑥 > 0   

   𝑒𝑥𝑝  ٍدالٌ متصلٌ عل ℝ 

 𝑒𝑥𝑝 ٍدالٌ قابلٌ للإشتقاق عل  ℝ 

 𝑒𝑥𝑝  ٍدالٌ تزايديٌ قطعا عل ℝ 

 𝑒0 = 𝑒1     و        1 = e 

  ∀𝑥 ∈ ℝ         𝑙𝑛  𝑒𝑥 = 𝑥 

  ∀𝑥 ∈  0; +∞         𝑒𝑙𝑛 𝑥 = 𝑥 

,𝑥    ليكن 𝑦 ∈ ℝو      𝑟 ∈ ℚ 

           

    
 

  
 

(  )      

  

  
      

 

 𝑒  أو 𝑒𝑥𝑝  و يرمز لها ب

 

 𝑒𝑥 = 𝑒𝑦       ⇔       𝑥 = 𝑦 

 𝑒𝑥 > 𝑒𝑦       ⇔       𝑥 > 𝑦 

I. تعاريف و خاصيات 

 تعزيف .1

 نتائج .2

 خاصيات .3

الدالة الأسية 
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 دالٌ قابلٌ للإشتقاق  𝑢لتكن  

     (  )لدينا 

(   )       

(     )         

(  ( ))    ( )  ( ) 

   
    

      

   
    

  

 
    

   
    

  

  
    

   
    

     

   
    

      

   
    

       

   
   

    

 
  

                          

                  
    

    

                    
    ( )

     

 

   
    

 ( )        

   

    
    

 ( )        

     
    

 ( )        

 ( )    
    

 
 ( )  

 ( )

 
 ( ) 

 ( )  

4 اشتقاق الدالة اللوغاريتنية .

II.النهايات 
 خاصيات .1

 نتائج .2

الدالة الأسية 
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                            ( )    

                       
   

   

                           

  

   
    

 ( )

   
    

 ( )

   
    

 ( )

   
    

 ( )

      
 ( )    

    

        
 ( )    

    

 ( )

 
 ( )   ( )   

    

   
    

 ( ) 

 ( )

 

III.  التمثيل المبياني للدالة  

الدالة الأسية 
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 : إذا تخقق الشرطان 𝐼  علٍ  𝑓 هً دالٌ  أصليٌ ل 𝐹 نقول إن

 𝐹 علٍ المجالشتقاق قابلٌ للإ  𝐼 

 ∀𝑥 ∈ 𝐼     𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥  

  علٍ التوالً علٍ مجال   و  دالتين  أصليتين ل  و 𝐹لتكن 

𝐹 هً المجموعٌ المكونٌ من الدوال     علٍ  مجموعٌ الدوال الأصليٌ ل    + 𝜆 

𝜆  دالٌ أصليٌ ل    𝐼   علٍ المجال  

 λ ًعدد خقيق 

  𝐹 × 𝐺  ليست بدالٌ أصليٌ ل𝑓 × 𝑔 

   
𝐹

 ليست بدالٌ أصليٌ ل   
𝑓

 

 

 

 و 

 لتذكر الدوال الأصلية بالنسبة للدوال المثلثية نستعين بالدائرة المثلثية

 

 

𝐺𝑓𝑔

𝜆𝐹

𝑓𝐼

𝐼

𝑓

𝑔 𝐺

الدوال الأصلية

خاصية.  

خاصيات .2

ملاحظات .3

1
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𝐹𝑓 

𝑐 0 

𝑥 1 

𝑎𝑥  𝑎 

𝑥2

2
 𝑥 

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
 𝑥𝑛  

2 𝑥 
1

 𝑥
 

−
1

𝑥
 

1

𝑥2
 

𝑙𝑛 𝑥  
1

𝑥
 

𝑈𝑛+1

𝑛 + 1
 '𝑈𝑛  

−
1

𝑈
 

𝑈′

𝑈2
 

𝑙𝑛 𝑈  
𝑈′

𝑈
 

2 𝑈 
𝑈′

 𝑈
 

𝑒𝑥  𝑒𝑥  

𝑒𝑎𝑥

𝑎  𝑒𝑎𝑥  

𝑒𝑎𝑥+𝑏

𝑎  𝑒𝑎𝑥+𝑏  

𝑒𝑈 𝑥  
𝑈′ 𝑥 𝑒𝑈 𝑥  

 

𝑠𝑖𝑛 𝑥  𝑐𝑜𝑠 𝑥  

−𝑐𝑜𝑠 𝑥  𝑠𝑖𝑛 𝑥  

1

𝑎
𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥 + 𝑏  𝑐𝑜𝑠 𝑎𝑥 + 𝑏  

−
1

𝑎
𝑐𝑜𝑠 𝑎𝑥 + 𝑏  𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥 + 𝑏  

𝑈

الدوال الأصلية
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 𝐼 من 𝑏 و 𝑎ليكن   دالٌ متصلٌ علٍ مجال   و𝑓لتكن 

 𝑓 𝑥    العدد الذي يرمز لى ب 𝑏 إلٍ  𝑎    من𝑓 تكامل  نسمً
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 

 𝑓 𝑥     و المعرف بما يلً
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =   − 𝐹 𝑎  

 𝑓   دالٌ أصليٌ للدالٌ  𝐹 خيث

 𝑓 𝑥    نكتب 
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  𝐹 𝑥  𝑎

𝑏 =   − 𝐹 𝑎  

 𝑓 𝑥  بأي متػير آذر   يمكن تعويض المتػير  
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  𝑓 𝑡 

𝑏

𝑎
𝑑𝑡 

  𝑓 𝑥 
𝑎

𝑎
𝑑𝑥 = 0                                                                     

  𝑓 𝑥 
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = −  𝑓 𝑥 

𝑎

𝑏
𝑑𝑥                                                 

 علاقٌ شال            

                                    𝑓 𝑥 
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  𝑓 𝑥 

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 +  𝑓 𝑥 

𝑏

𝑐
𝑑𝑥            

   𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=  𝑓 𝑥 

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +  𝑔 𝑥 

𝑏

𝑎
𝑑𝑥               

  𝑎 ∈ ℝ             𝑎𝑓 𝑥 
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  𝑓 𝑥 

𝑏

𝑎
𝑑𝑥                        

 إذا كانت    
𝑎≥

  𝑎; 𝑏   ٍعل   𝑓 𝑥 ≥ 0   
𝑓 𝑥 𝑑𝑥    فإن       ≥ 0

𝑏

𝑎
 

   𝑓 𝑥 
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤   𝑓 𝑥  𝑑𝑥                                                   

𝑏

𝑎
 

 

𝑥

𝑏

𝑎

𝐹

𝐹

𝐼

التكامل

Iتعاريف و خاصيات .

تعزيف .1

ملاحظات . 2

 خاصية.3

𝑏

𝑏
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;𝑎    علٍ للإشتقاق   قابلتين  دالتين  𝑉و  𝑈لتكن   𝑏  

;𝑎  متصلتين علٍ   ′𝑉 و  ′𝑈  و 𝑏  

  𝑈 𝑥 𝑉′ 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=  𝑈 𝑥 𝑉 𝑥  𝑎

𝑏 −  𝑈′ 𝑥 𝑉 𝑥 
𝑏

𝑎
𝑑𝑥       

        

;0   ليكن المستوى منسوبا إلٍ معلم متعامد ممنظم 𝑖 , 𝑗 ,𝑘    

  𝑗 و  𝑖 و المتجوتين 𝑂  هً مساحٌ المستطيل المحدد بالنقط𝑢𝑎ٌوحدة المساحٌ 

 مساحٌ حيز المستوى المحصور بين منحنٍ الدالٌ

و محور الأفاصيل و المستقيمين   𝑓 الموجبٌ

𝑥 اللذين معادلتوما = 𝑎 و 𝑥 = 𝑏 

 

 مساحٌ حيز المستوى المحصور بين منحنٍ الدالٌ

و محور الأفاصيل و المستقيمين اللذين   𝑓 السالبٌ

𝑥 معادلتوما = 𝑎 و 𝑥 = 𝑏 

 

 مساحٌ حيز المستوى المحصور بين منحنٍ الدالٌ

𝑓   الذي معادلتى  ∆ و المستقيم 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

𝑥 و المستقيمين اللذين معادلتوما = 𝑎 و 𝑥 = 𝑏 

 

مساحٌ حيز المستوى المحصور بين منحنً 

 و المستقيمين اللذين معادلتومادالتين متصلتين 

𝑥 = 𝑎 و 𝑥 = 𝑏 

 

    ‖ ⃗‖  ‖ ⃗‖ 

(∫   ( )
 

  )   

(∫  ( )
 

  )   

(∫ | ( )   |
 

  )   

(∫ | ( )   ( )|
 

  )   

a bO x

y

 

 

∆

التكامل

II. حساب المسافات 

 المكاملة بالأجزاء .4

 وحدة قياس المشاحة .1

𝑏

𝑏

𝑏

𝑏
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عددين خقيقيين  𝑏و  𝑎ليكن 

′𝑦المعادلٌ  = 𝑎𝑦 + 𝑏 ٌذات المجوول الدالٌ العددي  𝑦 ٍتسمٍ معادلٌ تفاضليٌ من الدرجٌ الأول 

عددين خقيقيين غير منعدمين  𝑏و  𝑎ليكن 

′𝑦الخل العام للمعادلٌ التفاضليٌ  = 𝑎𝑦 + 𝑏هو       𝑦 = 𝛼𝑒𝑎𝑥 −
𝑏

𝑎
∋خيث  ℝ 

عددين خقيقيين  𝑏و  𝑎ليكن 

′′𝑦المعادلٌ  + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 =   تسمٍ معادلٌ تفاضليٌ من الدرجٌ الثاني𝑦ٌ  ذات المجوول الدالٌ العدديٌ 0

 
𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0 

 

  

𝑟2 + 𝑎𝑟 + 𝑏 = 0 

  

∆= 𝑎2 − 4𝑏 

  

    

خلين عقديين مترافقين 

 العام هو  الخل

∆= 0 

 خل خقيقً وخيد 

الخل العام هو 

𝑦 𝑥 =  𝛼𝑥 + 𝛽 𝑒𝑟𝑥  

 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ2 

∆ 0 

 𝑟2 و  𝑟1خلين خقيقين مذتليفين 

 الخل العام هو

𝑦 𝑥 = 𝛼𝑒𝑟1𝑥 + 𝛽𝑒𝑟2𝑥  

 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ2 

 

             

          

        

    

        

       

 ( )  (             ) 

(   )  ℝ  

 

    

 ( )  (    )    

(   )  ℝ  

    

 ( )              

(   )  ℝ  
px

 

2

𝑟

𝛼

المعادلات التفاضلية

 I. المعادلات التفاضلية من الدرجة الأولى 
 تعزيف .1

 خاصية.2

II. المعادلات التفاضلية من الدرجة الثانية 
 تعزيف .1

 . الحل العاو لمعادلة تفاضلية مً الدرجة الثاىية2
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𝑧 يكتب علٍ شكل   𝑧كل عدد عقدي      = 𝑎 + 𝑖𝑏  بخيث   𝑎, 𝑏 ∈ ℝ2 

 𝑎 + 𝑖𝑏تسمٍ الكتابٌ الجبريٌ للعدد    𝑧 

 ويرمز لى   يسمٍ الجزء الخقيقً للعدد العدد  

 ويرمز لى   يسمٍ الجزء التذيلً للعدد العدد  

 يسمٍ عدد تذيلً بخيث  العدد  

 ℂ مجموعٌ الأعداد العقديٌ نرمز لوا  

 عدد عقدي 𝑧ليكن     

  عدد خقيق𝑧ً فإن إذا كانت   

  يسمٍ عدد تذيلً صرف𝑧  فإن إذا كانت   

   بتعبيرآذر  

 𝑎 + 𝑖𝑏 = 𝑎′ + 𝑖𝑏′       ⇔            
𝑎 = 𝑎′

𝑏 = 𝑏′
  

  ℝ 

      

      

     

             {
  ( )    (  )

  ( )    (  )
 

 

 

𝑎𝑧

𝑏𝑧

       

  ( )

  ( )

  ( )

  ( )

 

 

  

  

I.  تعاريف و مصطلحات 

 تعزيف .1

 ملاحظة .2

 حالتان خاصتان .3

تساوي عددين عقديين .4

الأعداد العقدية
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𝑧
  

 
 
 
 
 
 
 

     

    

𝑧 
= a − ib 

 المسافق

𝑧 2 

 المعياز

       

 ̅       | |  √      

               ̅       

     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   ̅    ̅ 

    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   ̅    ̅ 

 

  

̅
 

 ̅

  ̅
 

  ̅̅ ̅  ( ̅)  

              | |  √      

|    |  | |  |  | 

|
 

  
|  

| |

|  |
 

|
 

 
|  

 

| |
 

    

    
 

(    )(    )

(    )(    )
 

(    )(    )

  
 

 
   

 

II.  المرافق و المعيار 
 تعزيف .1

(المزافق)خاصيات  .2  

3. (المعيار)خاصيات    

4.  ملاحظة 

الأعداد العقدية

̅̅̅
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𝑧  عدد عقدي بخيث 𝑧ليكن  = 𝑎 + 𝑖مع   
 

 .  ;  ∈ ℝ2

 
;𝑀 𝑎 بالنقطٌ  𝑧نربط العدد العقدي  𝑏  

 𝑀  يسمٍ لخق النقطٌ 𝑧العدد 

  𝑀 𝑧 و نكتب 𝑧 تسمٍ صورة 𝑀والنقطٌ 

 𝑧  تسمٍ عمدة العدد العقدي  الزاويٌ 

  𝑎𝑟𝑔 𝑧ونرمزلى بالرمز 

=       𝑧AB هو       لخق المتجوٌ   zB − zA 

=𝐴𝐵 هً   𝐴𝐵المسافٌ    zB − zA   

𝐴𝐵         𝑧I  منتصف القطعٌ   =
zA +zB

2
 

 عدد عقدي غير منعدم𝑧ليكن 

𝑟   نضع   =  𝑧      و

 هو  𝑧الشكل المثلثً للعدد العقدي 

𝑧 هً     𝑧 الكتابٌ الأسيٌ للعدد العقدي  = 𝑟𝑒𝑖𝜃 

لتخديد الشكل المثلثً 

  𝑧 نخسب   

 𝑧 فً  𝑧 نعمل ب  

sinنخدد قيمٌ كل من   𝜃و  cos 𝜃 

    (          )

𝑏𝑎 𝑏

   ( ) 𝜃[  ] ≡

   ( ) 𝜃[  ] ≡

𝜃

𝐴𝐵 

𝐼

III.  الشكل المثلثي لعدد عقدي 
1.  عندة عدد عقدي  

2.  ملاحظات هامة 

3.  الصكل المثلثي لعدد عقدي 

4.  ملاحظة 

الأعداد العقدية
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 غير منعدم  𝑎    الكتابٌ المثلثيٌ لعدد خقيقً 

𝑎    إذا كانت    > 0 

𝑎 =                                             
      

𝑎𝑖 = 𝜋

2
 

𝑎    إذا كانت    < 0 

𝑎 =−𝑎 𝜋                                    

 

      
   𝑎𝑖 = −𝑎 −

𝜋

2
 

𝑒𝑖𝜋 = 𝑒i     و        1−
π

2 = 𝑖     و     𝑒−i
π

2 = −𝑖 

                 (   )      (   ) 

               (   )      (   ) 

               (   )      (   ) 

   (    )    ( )     (  )[  ] 

   (  )     ( )[  ] 

   (
 

  
)    ( )     (  )[  ] 

   (
 

 
)     ( )[  ] 

   ( ̅)     ( )[  ] 

≡

≡

≡

≡

≡

 

 

 

  

 

   (  ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗)        (
     

     
)[  ] 

5.  علاقات مثلثية هامة 

6.  العندة و العنليات 

7.  الصكل المثلثي و العنليات 

 حالات خاصة  .8

 ملاحظة .9

10.  قياس ساوية 

الأعداد العقدية

 (          )  (          )       (          )      ( ) ( )

 (          )( )
𝑛

  (          )𝑛 𝑛

 (          )

 (          )   
 (          )    ( ) ( )  

  (          )
 (        )  ( ) ( )  

  

𝑎
  

(        )                       𝑎
 

(        )

                      (        )                                         (        )

0 0  
𝜋

2

𝜋   −
𝜋

2

                  (  )      (  ) 

 
𝜋

2

𝜋

2
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𝑧′ = 𝑧

    مثلث بخيث𝐴𝐵𝐶ليكن 

     

     
 

  |
     

     
|                         (

     

     
)  𝜃[  ] 

  
  

  

     

               (  ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗)  𝜃[  ] 

                           (  ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗)  𝜃[  ] 

 
  التحويلات في المستوى

  
  

 

  

 

   

الدورانالتحاكيالإزاحة
      

لتكن الإشاحة ذات 
   𝑢المتجهة  

𝑧′ = 𝑧 + 𝜔

ليكن التحاكي الري مسكصه  
Ω 𝜔 نسبته    و𝑘  

𝑧′ − 𝜔 = 𝑘 𝑧 − 𝜔 

ليكن الدوزان الري مسكصه  
Ω 𝜔 شاويته   و𝜃 

𝑧′ − 𝜔 = 𝑒𝑖𝜃  𝑧 − 𝜔  

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

∓
𝜋

2

  𝐴𝐵𝐶 قائم
 الزاوية

𝐴𝐵𝐶 
 الساقين

𝐴𝐵𝐶

 وقائم الساقين
 الزاوية

 

𝐴𝐵𝐶 متساوي  
  الأضلاع

IV.  التحويلات في المستوى 

V.  طبيعة المثلث و طبيعة الرباعي 

الأعداد العقدية

   

 𝜃 [  ]
 

1

  متساوي 

     

∓
𝜋

2

    

 𝜃 [  ]

1

  متساوي 

     

∓
𝜋

2

    

 𝜃 [  ]

1     

∓
𝜋

    

 𝜃 [  ]

1 ≠

∕

      

 (          )

3

 طبيعة المثلث .1
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 نقط مستقيميٌ و و 

        

      

 

 متوازيان      𝐶𝐷  و  𝐴𝐵 المستقيمان  

 متعامدان   𝐶𝐷  و  𝐴𝐵 المستقيمان  

 
     
     

 ℝ 

   (
     

     
)        [  ] 

   (
     

     
)   

 

 
[  ] 

𝐴𝐵𝐶

𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0

∆< 0∆= 0∆> 0

المعادلة تقبل حلين 
عقديين مترافقين

𝑧1 =
−𝑏 − 𝑖 −∆

2𝑎

𝑧2 =
−𝑏 + 𝑖 −∆

2𝑎

المعادلة تقبل حلا وحيدا

=
−𝑏

2𝑎

المعادلة تقبل حلين 
 حقيقيين

𝑥1

𝑥2

=
−𝑏 −

2𝑎

=
−𝑏 +

2𝑎

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐   

√∆

√∆

𝑥

الأعداد العقدية

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
×

𝑧𝐴 − 𝑧𝐷

𝑧𝐵 − 𝑧𝐷
∈ ℝ  نقط متداورة 𝐵𝐶𝐷 𝐴و و و 

  خاصيات .2

 MOIVRE صيغة  .3
(          )𝑛            𝑛 𝑛

 EULER صيغتا  .4
1

2
 𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃  

1

2𝑖
 𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃  

    

    

 

 

 المعادلات من الدرجة الثانية  .5
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𝐷

𝐶

𝐴

𝐴

𝐴

𝐴

𝐵

𝐵

𝐵

𝐵

𝐶

𝐶

𝐶

𝐷

𝐷

𝐷

متوازي الأضلاع 

مستطيل 

  متوازي الأضلاع

 زاوية قائمة 

مربع 

  متوازي الأضلاع

  زاوية قائمة

 ضلعان متتابعان متقايسان 

معين 

  متوازي الأضلاع

 ضلعان متتابعان متقايسان 

𝐴𝐵 = 𝐷𝐶             

الأعداد العقدية

و          نقطتين من المشتوى العقدي        وليلن

 واسط القطعة  

𝐴 𝑎  𝐵 𝑏   𝑃  𝑅 ∈  0; +∞  

𝑀 𝑧   𝑧 − 𝑎 = 𝑅 𝐶 𝐴; 𝑅  𝐴 𝑅 

 𝑧 − 𝑎 =  𝑧 − 𝑏   𝐴𝐵  

لتلن 

 التي مركزها     و شعاعوا      مجنوعة النقط            بحيث                        هي الدائرة      

𝑀 𝑧     مجنوعة النقط            بحيث                                      هي

 ملاحظة .6
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المتتاليات العددية

 

 

 

 

 تسمٍ متتاليٌ عدديٌ            ℝ   نخوℕ من  𝐼كل دالٌ معرفٌ علٍ جزء 

 يسمٍ الخد العام 𝑈𝑛  ;  𝑈n نرمز للمتتاليٌ  ب  

      ℝ  

           (    )                  مكبورة ب  (  ) 

         (    )                 مصغورة ب  (  ) 

               (    )           محدودة     (  ) 

              (    )           تزايدية     (  ) 

              (    )              تناقصية  (  ) 

              (    )                 ثابتة   (  ) 

            (    )تزايدية  فإن     (  )إذا كانت   

          (    )تناقصية  فإن     (  )إذا كانت   

  الذي يمثل عدد خقيقً و التً تمثل المتتاليٌ و لا يجب الذلط بين  

يمكن لمتتاليٌ أن تكون معرفٌ بصيػٌ صريخٌ لخدها العام أو بصيػٌ ترجعيٌ  

 ما بالرجوع إلٍ الخدود السابقٌ

(  )    

وذلك خينما يتم خساب خد 

 

I. تمهيد

1. تعريف 

المحدودة-المصغورة-المتتاليات المكبورة .2

3. رتابة متتالية 

4. استنتاج 

5. ملاحظة  

لكي  نبين  أن  متتالية  تزايدية  أو تناقصية  نحسب 
عليها المحصل النتيجة نؤطر ثم  
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المتتاليات العددية

 
 

 

 

 

  

المتتالية الهندسية
 

𝑉𝑛+1 = 𝑞𝑉𝑛 تعريف 

𝑉𝑛 = 𝑞𝑛𝑉0 
 

𝑉𝑛 = 𝑞𝑛−𝑝𝑉𝑝  

الحد العام
 

𝑉𝑝 + 𝑉𝑝+1 +⋯+ 𝑉𝑛 = 𝑉𝑝  
1 − 𝑞𝑛−𝑝+1

1 − 𝑞
مجموع حدود متتابعة  

 

 

𝑉𝑛+1 𝑉𝑛+1 ههدسية  نحسب     = 𝑞𝑉𝑛 𝑉𝑛  حتى  نجد بدلالة    لكي نبين  أن  المتتالية     

المتتالية الحسابية
 

𝑉𝑛+1 = 𝑉𝑛 + 𝑟 تعريف

𝑉𝑛 = 𝑉0 + 𝑛 × 𝑟  
𝑉𝑛 = 𝑉𝑝 +  𝑛 − 𝑝 × 𝑟 

الحد العام
 

𝑉𝑝 + 𝑉𝑝+1 +⋯+ 𝑉𝑛 =
 𝑛 − 𝑝 + 1 

2
 𝑉𝑝 + 𝑉𝑛  مجموع حدود متتابعة

 

 

 
 

𝑉𝑛+1حسابية  − 𝑉𝑛  𝑉𝑛+1 − 𝑉𝑛 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 𝑉𝑛     لكي نبين  أن  المتتالية
 وتكون الثابتة هي الأساس

  حتى  نجد نقوم  بحساب 

تزايدية المتتالية فإن           كانت إذا  أخيرا  

تناقصية المتتالية فإن           كانت إذا   

           

           

II. المتتاليات الحسابية 
تعريف  .1

ملاحظة .2

III. المتتاليات الهندسية 
تعريف  .1

 
ملاحظة .2

  

𝑉𝑛   
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المتتاليات العددية

 

   𝑈𝑛     ٌمع      ⇔متتاليٌ متقارب    𝑙 ∈ ℝ 

 متتاليٌ متباعدة إذا كانت غير متقاربٌ  𝑈𝑛 نقول إن  

 تزايديٌ و مكبورة فوً متقاربٌ  𝑈𝑛 إذا كانت   

 تناقصيٌ و مصػورة  فوً متقاربٌ  𝑈𝑛 إذا كانت   

   
    

      

𝑛

𝑛

𝑛

   
    

                          
    

|    |        

        

   
    

           

   
    

           
}              

    
              

|    |    

   
    

           
}                

    
             

     

   
    

            }                
    

         

   

   
    

            }                
    

         
  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑞𝑛  

 
 
 

 
 

+∞ 𝑞 > 1

1 𝑞 = 1

0 −1 < 𝑞 < 1

 𝑞 ≤ −1

 

 غير موجودة

=

III.  نهاية متتالية 
 تعزيف .1

 خاصية .2

𝑞𝑛  نواية متتالية عددية  .3

 خاصية  .4

 مصاديق التقارب .5
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𝑈𝑛+1 = 𝑎𝑈𝑛 + 𝑏 𝑈𝑛+1 =
𝑎

𝑐𝑈𝑛 + 𝑑
 

𝑈𝑛+1 =
𝑎𝑈𝑛 + 𝑏

𝑐𝑈𝑛 + 𝑑

بالنسبة  للنتتاليات  التي  تحتوي  صيغتها  الترجعية  على  الحد  العام   

 استعنال طريقة  التأطير مثلا           

    أكثر من  مرة فيستحسن 

 

𝑈𝑛 مرة  واحدة  فقط  فيستحسن    

𝑈𝑛

 استعنال  طريقة  الفرق  مثلا

 

 

0 = 2

+1 =
3

4
+

1

4  

         1

= 0      

 0 = 2 1

1  

+1 1  

 

3

4

3

4

3

4
+

1

4

3

4
+

1

4
 

  و نبين أى

1

إذى

و مهٌ

+1 1

1          إذى حسب مبدأ البرياى بالترجع فإى

وأمثلة للبرهان بالترجعيعتبر البرهان بالترجع من المسائل الرئيسية  التي ينبغي على التلميذ التمكن منوا و في هذه الفقرة سنقدم طرق 

بالنسبة  للنتتاليات  التي  تحتوي  صيغتها  الترجعية  على  الحد  العام   

  أو    

IV.  البرهان بالترجع 
1.  تمهيد 

المتتاليات العددية

2. (التأطير)مجال    
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 نعتبر المتتالية العددية التالية                      

 

𝑈0 = 2

𝑈𝑛+1 =
𝑈𝑛+

𝑈𝑛+

  

                                                

 (∀𝑛 ∈ ℕ)        𝑈𝑛 ≥ 1 

𝑛 = 0    
 

      𝑈0 = 2 ≥ 1 

𝑈𝑛 ≥ 1

    𝑈𝑛+1 ≥ 1

𝑈𝑛+1 − 1 = − 1 

=
− −

 

=
𝑈𝑛

 

𝑈𝑛 ≥ 1   

 

≥

𝑈𝑛+1 ≥ 1 

 و نبين أى

 

𝑈𝑛 1
 

1          إذى حسب مبدأ البرياى بالترجع فإى

المتتاليات العددية

3. (الفزق)مجال   
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3

32

2

𝑈𝑛+

𝑈𝑛+

  3

32

2

𝑈𝑛+   3 2 𝑈𝑛2 3

𝑈𝑛+ 32

𝑈𝑛+ 32

− 1 

− 0
إذى

 ومنى
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في  الإطار المرجعي  للإمتحان  الوطني  سواء  كانت  المتتالية حسابية  أو  ههدسية  فإنوا تكتب على أحد الأشكال 

  أو    التالية 
 

       
𝑉𝑛 =

𝑎𝑈𝑛 + 𝑏

𝑐𝑈𝑛 + 𝑑
             𝑉𝑛 =

𝑎

𝑐𝑈𝑛 + 𝑑
       𝑉𝑛 = 𝑎𝑈𝑛 + 𝑏 

 و سهقوم  في الحالات الثلات  بكتابة          بدلالة

      𝑉𝑛 = 𝑎𝑈𝑛 + 𝑏 

 كتابة          بدلالة

   𝑉𝑛 = 𝑎𝑈𝑛 + 𝑏

   𝑉𝑛 − 𝑏 = 𝑎𝑈𝑛 

   𝑎𝑈𝑛 = 𝑉𝑛 − 𝑏 

   𝑈𝑛 =
𝑉𝑛 − 𝑏

𝑎
 

𝑉𝑛 =
𝑎

𝑐𝑈𝑛 + 𝑑
 

  أو    

𝑈𝑛𝑛

 الحالة  1

 الحالة 2

𝑉𝑛 =
𝑎

𝑐𝑈𝑛 + 𝑑
 

𝑐𝑈𝑛 + 𝑑 =
𝑎

𝑉𝑛
 

𝑐𝑈𝑛 =
𝑎

𝑉𝑛
− 𝑑 

𝑈𝑛 =

𝑎
𝑉𝑛

− 𝑑

𝑐
 

𝑈𝑛𝑛

لدينا

 بقيمتها𝑉𝑛أخيرا نعوض 

𝑈𝑛𝑛 كتابة          بدلالة

لدينا

 بقيمتها𝑉𝑛أخيرا نعوض 

𝑉𝑛 =
𝑎𝑈𝑛 + 𝑏

𝑐𝑈𝑛 + 𝑑
 الحالة 3 

𝑈𝑛𝑛 كتابة          بدلالة

V. 𝑈𝑛𝑛 كتابة       بدلالة   

المتتاليات العددية
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𝑉𝑛 =
𝑎𝑈𝑛 + 𝑏

𝑐𝑈𝑛 + 𝑑
 

𝑉𝑛 𝑐𝑈𝑛 + 𝑑 = 𝑎𝑈𝑛 + 𝑏 

𝑐𝑈𝑛𝑉𝑛 + 𝑑𝑉𝑛 = 𝑎𝑈𝑛 + 𝑏 

𝑐𝑈𝑛𝑉𝑛 − 𝑎𝑈𝑛 = 𝑏 − 𝑑𝑉𝑛  

𝑈𝑛 𝑐𝑉𝑛 − 𝑎 = 𝑏 − 𝑑𝑉𝑛  

𝑈𝑛 =
𝑏 − 𝑑𝑉𝑛
𝑐𝑉𝑛 − 𝑎

 

 

 

لدينا

 بقيمتها𝑉𝑛أخيرا نعوض 

المتتاليات العددية
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𝑢إذا كانت    +1 = 

 𝑓   ٍمتصلٌ عل 

 𝑓 𝐼 ⊂ 𝐼 

 ∈ 𝐼 

 متقاربٌ 

= 𝑓 𝑥 هو خل المعادلٌ     إذن نوايٌ المتتاليٌ   𝑥 

  𝑓  

    

𝐼

  

 

 

 

ايداية ايعددية المعسفة بما يًي

   
 

حدد لدُوعة تعسيف ايداية
وضع جدوٍ تغيراتواأدزس زتابة ايدايــة

َنيهٌبين أن

عًى المجاٍالمعسف بالمعاديةَع المشتكيِأدزس ايوضع اينشبي لمنخنى ايداية

َنيهٌوالمتتايية المعسفة بايعلاقة

بين أن

(4يمهنو استعُاٍ نتائج ايشؤاٍ )تناقصية واستنتج أنوا َتكازبــة بين أن

احشب نواية المتتايية

I.  𝑓 𝑥 =
2𝑥

𝑥 + 1
 

1.  

2.  

3.  𝑓 𝑥 − 𝑥 =
𝑥 1 − 𝑥 

𝑥 + 1
 

4.   0; +∞  

II.  

1.  

2.  

3.  

    

    

    

𝑢 +1 =   𝑓   

تحديد مجنوعة التعريف

𝐷𝑓 =  𝑥 ∈ ℝ 𝑥 + 1 ≠ 0  

𝐷𝑓 =  𝑥 ∈ ℝ 𝑥 ≠ −1  

𝐷𝑓 =  −∞; −1 ∪  −1; +∞  

1.  

𝑦 = 𝑥 

𝑢0 = 2 𝑛ℕ

1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ َنيهٌ 2 𝑛ℕ

VI.  متتالية من نوع  

المتتاليات العددية

𝑈𝑛+1 = 𝑓 𝑢𝑛  

1.  خاصية 

2.  مجال 

𝑓

𝑓

𝑓

50
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2. ايستابة 

𝑓′ 𝑥 =  
2𝑥

𝑥 + 1
 
′

 

𝑓′ 𝑥 =
 2𝑥 ′ ×  𝑥 + 1 −  2𝑥 ×  𝑥 + 1 ′

 𝑥 + 1 2
 

𝑓′ 𝑥 =
2 𝑥 + 1 −  2𝑥 

 𝑥 + 1 2
 

𝑓′ 𝑥 =
2𝑥 + 2 −  2𝑥 

 𝑥 + 1 2
 

𝑓′ 𝑥 =
2

 𝑥 + 1 2
 

𝑥 لدينا        + 1 2 > 0 

 

2و >   دالة تزايدية قطعا 0
جدول التغيرات

 ومنى

+∞                               −∞ 

+  𝑓′ 𝑥  

 𝑓 𝑥  

 

𝑥

+

−1

3.  𝑓 𝑥 − 𝑥

𝑓 𝑥 − 𝑥 =
2𝑥

𝑥 + 1
− 𝑥 

𝑓 𝑥 − 𝑥 =
2𝑥 − 𝑥2 − 𝑥

𝑥 + 1
 

𝑓 𝑥 − 𝑥 =
𝑥 − 𝑥2

𝑥 + 1
 

𝑓 𝑥 − 𝑥 =
𝑥 1 − 𝑥 

𝑥 + 1

حشاب

المتتاليات العددية
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4. ايوضع اينشبي 

يهفي دزاسة إشازة ايفسم
واضح أن إشازة ايفسم هي إشازة  عًى المجاٍ

  الخلاصة في الجدوٍ ايتايي

  

II.  1. نشتعٌُ ايبرهان بايترجع 

يديناَن أجٌ

نفترض أن

نبين أن

فإنوبما أن ايداية تزايدية عًىيدينا

أي

ايستابة
َنيهٌيدينا

2.  

وَنى

وَنى

+∞                                

  

 

𝑥

+

0

−𝑓 𝑥  −𝑦

الوضع النشبي 𝐶𝑓 فوق ∆  ∆ تحت   𝐶𝑓  

𝑓 𝑥 − 𝑥

 0; +∞  1 − 𝑥

1 ≤ 𝑢0 ≤ 2 𝑛 = عبارة صحيحة   0

1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 2 

1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 2 

𝑓 1 ≤ 𝑓(𝑢𝑛) ≤ 𝑓 2 
  

  
1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 2 

1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
4

3
 

1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
4

3
≤ 2 

1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 2 

𝑓 𝑥 ≤ 𝑥  1; +∞  

𝑓 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛  

𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛  

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 

وَنى فالمتتايية تناقصية وبما أنوا َهبوزة فوي َتكازبــة

حشاب اينوايــة

يدينا 

3.  

1

المتتاليات العددية
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أي

أي

 (  (4َن ايشؤاٍ   ) 

أوأي

   والحٌ هو

إذن

و

في المجاٍوبايتايي فنواية المتتايية هي حٌ المعادية

𝑓  1; 2  =  1;
4

3
 ⊂  1; 2  

𝑓 𝑥 − 𝑥 = 0 

𝑥 𝑥 − 1 = 0 

𝑥 = 0 𝑥 − 1 = 0 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 1 

𝑥 1=  

𝑓 𝑥 𝑥=  

المتتاليات العددية
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𝑥 1 − 𝑥 

𝑥 + 1
=أي 0 

𝑢0يدينا  ∈  1; 2  

دالة متصلة على المجال             لأنوا دالة جرزيةلدينا 𝑓 1; 2  

    و لدينا         متتالية متقازبة
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;0  نعتبر الفضاء المنسوب إلٍ معلم متعامد ممنظم 𝑖 , 𝑗 , 𝑘    

,𝑢   𝑥 لتكن   𝑦, 𝑧  و𝑣  𝑥′, 𝑦′, 𝑧′   و 𝐴 𝑥𝐴 , 𝑦𝐴 , 𝑧𝐴  و 𝐵 𝑥𝐵 , 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵   

  هو العدد منظم المتجوٌ   

  المسافٌ   

       𝐴𝐵 إخداثيات المتجوٌ  

  𝐴𝐵 منتصف القطعٌ 𝐼 إخداثيات  

  𝑃  كل متجوٌ غير منعدمٌ اتجاهوا عمودي علٍ المستوى  𝑃 نسمً متجوٌ منظميٌ علٍ المستوى   

  𝑃  كل متجوٌ غير منعدمٌ اتجاهوا موازي علٍ المستوى  𝑃 نسمً متجوٌ موجوٌ للمستوى   

,𝑢   𝑥 لتكن   𝑦, 𝑧  و𝑣  𝑥′, 𝑦′, 𝑧′ متجوتين فً الفضاء  

  بخيث  هو العدد الذي يرمز لى ب  𝑣 و   𝑢الجداء السلمً للمتجوتين 

𝐴 𝑥𝐴 يمر من النقطٌ   كل مستقيم  , 𝑦𝐴 , 𝑧𝐴  ٌوموجى بالمتجوٌ الػير منعدم  𝑢   𝛼, 𝛽, 𝛾  

 

‖ ⃗ ‖  √         

   ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  √(     )
  (     )

  (     )
  

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗(                   ) 

 (
     

 
  
     

 
  
     

 
) 

 ⃗                 

 ⃗                ⃗     

 

 

 ⃗    

𝐷

 ⃗ 

  

الهندسية الفضائية

I.  تذكير 

II.  الجداء السلمي 
1.  تعزيف 

 نتيجة .2

3.  تمثيل بارامتري لمستقيم 
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 لى تمثيلا بارامتريا يكتب علٍ شكل

 𝐷 :  

𝑥 = 𝑥𝐴 + 𝛼𝑡
𝑦 = 𝑦𝐴 + 𝛽𝑡 
𝑧 = 𝑧𝐴 + 𝛾𝑡

    𝑡 ∈ ℝ 

 

,𝑛   𝑎 يقبل  𝑃 كل مستوى  𝑏, 𝑐    خيث  𝑎, 𝑏, 𝑐 ≠  منظميٌ عليى لى معادلٌ ديكارتيٌ تكتب   0,0,0 

𝑎𝑥علٍ شكل    + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

 

, مجموعٌ النقط  ,   التً تخقق المعادلٌ  

,𝑎 خيث   𝑏, 𝑐 ≠ ,𝑛   𝑎هً مستوى يقبل     0,0,0  𝑏, 𝑐  منظميٌ عليى   

  متجوٌ غير منعدمٌ  نقطٌ و 𝐴لتكن 

,𝑛   𝑎 و 𝐴 مار من  𝑃 يوجد مستوى وخيد  𝑏, 𝑐 منظميٌ عليى  

𝑀و لدينا     ∈  𝑃   ⇔   𝑛  . 𝐴𝑀       = 0 

    𝑃  ومسقطوا العمودي علٍ 𝐴 هً المسافٌ بين    عن المستوى 𝐴مسافٌ النقطٌ 

,𝑑 𝐴ونرمز لوا ب   𝑃   ,  ٌإذا كانت معادل P  ًه  

,𝑎 خيث   𝑏, 𝑐 ≠ 𝐴 𝑥𝐴  و   0,0,0  , 𝑦𝐴 , 𝑧𝐴 فً الفضاء فإن  

,𝑢   𝑥لتكن   𝑦, 𝑧   و 𝑣  𝑥′, 𝑦′, 𝑧′ متجوتين فً الفضاء  

             

             

 (  ( ))  
|             |

√      
 

 

𝑛  

𝑃

𝑀

خاصية 

خاصية 

ملاحظة 

𝑥 𝑦 𝑧

   

الهندسية الفضائية

4.  معادلة مستوى محدد بنقطة و متجوة منظمية عليى 

5.  مسافة نقطة عن مستوى 

III. الجداء المتجهي 
1.  تعزيف 
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   هً المتجوٌ التً يرمز لوا ب و الجداء المتجوً للمتجوتين 

 𝑢  𝑣 =   مستقيميتان 𝑣 و   𝑢 تعنً أن المتجوتين   0

 𝐴 و𝐵و 𝐶 نقط مستقيميٌ يعنً أن 𝐴𝐵      𝐴𝐶      = 0   

  𝐴𝐵𝐶  متجوٌ منظميٌ علٍ المستوى       𝐴𝐵      𝐴𝐶 نقط غيرمستقيميٌ فإن المتجوٌ  𝐶 و𝐵و 𝐴إذا كانت  

    𝐷  ومسقطوا العمودي علٍ 𝐴 هً المسافٌ بين    عن المستقيم 𝐴مسافٌ النقطٌ 

,𝑑 𝐴ونرمز لوا ب   𝐷   ,  ٌإذا كانت المتجو 𝑢  ٌل  موجو 𝐷 𝑀 𝐷 

 𝑀هً مجموعٌ النقط    و شعاعوا 𝛺 عددا خقيقيا موجبا الفلكٌ التً مركزها   نقطٌ من الفضاء و𝛺لتكن 

𝛺𝑀التً تخقق  = 𝑟   و نرمز لوا𝑆 𝛺, 𝑟  

,𝛺 𝑎 التً مركزها   S معادلٌ ديكارتيٌ للفلكٌ   𝑏, 𝑐  و شعاعوا   

.       𝐴𝑀مجموعٌ النقط      من الفضاء التً تخقق  𝐵𝑀       =   𝐴𝐵  هً الفلكٌ التً أخد أقطارها 0

 عمودي علٍ  ΩA  إذا و فقط إذا كان المستقيم  عند النقطٌ  S  مماس للفلكٌ نقول إن المستوى 

المستقيم 
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 𝑃 

𝐴

فإنو  من النقطٌ 

الهندسية الفضائية

خاصيات.2

3. مستقيم مسافة نقطة عن  

IV.  الفلكة 

 تعزيف .1

 معادلة ديكارتية لفلكة .2

 قطز فلكة .3

 مستوى مماس لفلكة عند أحد  أقطارها .4
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و مستوى نخل النظمٌ    
 

{

      
      
      

              

 

. 

 من أجل دراسٌ تقاطع فلكٌ 

 

  𝑃  و العمودي علٍ المستوى 𝛺 المار من  ∆ نعتبر المستقيم  

ليكن تمثيلى البارمتري هو  

 𝐷 :  

𝑥 = 𝑥 + 𝛼𝑡
𝑦 = 𝑦 + 𝛽𝑡 
𝑧 = 𝑧 + 𝛾𝑡

    𝑡 ∈ ℝ 

 مستقيم  𝐷  و 𝑟 و شعاعوا 𝛺 فلكٌ مركزها  S لتكن 

 مستوى  𝑃  و 𝑟 و شعاعوا 𝛺 فلكٌ مركزها  S لتكن 

𝛺

𝛺

𝛺

𝛺

𝛺

𝛺

𝑑 > 𝑟 𝑑 = 𝑟 𝑑 < 𝑟 

 𝑆  لا يقطع الفلكة    𝑃 المستوى 

 
 𝑃   𝑆  مماس للفلكة  المستوى 

 𝐻في النقطة

 يقطع  الفلكة    𝑃 المستوى 

 𝑆  وفق دائرة  𝐶  مركزها 

𝐻  وشعاعوا 𝑟 =  𝑅2 − 𝑑2 

الهندسية الفضائية

 تقاطع فلكة و مستوى .5

 ملاحظة .6

 تقاطع فلكة و مستقيم .7
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 لدراسٌ تقاطع فلكٌ و مستقيم نخل النظمٌ    

  هً  ABC مساخٌ مثلث 

                          𝑆𝐴𝐵𝐶 = 

   هً    مساخٌ متوازي أضلاع

                          𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 =  𝐴𝐵      𝐴𝐶        

{

       
       
       

                       

 

 ⋀ 

   𝐴𝐵      𝐴𝐶        ⋀ 

2

𝑑 > 𝑟 𝑑 = 𝑟 𝑑 < 𝑟 

 
  

 𝐷 المستقيم 

 

 𝑆  لا يقطع الفلكة  
 مماس للفلكة    𝐷 المستوى  

 𝑆  في النقطة 𝐴 

  𝑆  يقطع  الفلكة    𝐷 المستقيم 

 وفق نقطتين 

الهندسية الفضائية

 ملاحظة .8

 خاصية .9
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  𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐸 عدد عناصرها و نرمز لى ب  نسمً رئيسً مجموعٌ منتويٌ

  𝐴 =  1, 𝛼, 𝛿, 𝐵و   7,0 =  , 𝜇, 𝜌, 𝜃, 𝜔, 𝜑, 13  

𝑐𝑎𝑟إذن    𝐴 = = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐵 و  5 7 

 عدد صخيد طبيعً 𝑛  ليكن

و المعرف بما يلً   !𝑛   العدد الذي نرمز لى ب 𝑛نسمً عاملً 

 𝑛! = 1 × 2 × 3 × … … × 𝑛إذا كان   𝑛 ≠ 0 

 0! = 1 

 اذتيارا  𝑘 تجربٌ تتطلب نتائجوا 𝐸لتكن 

  طريقٌ مذتلف𝑛1ٌإذا كان الإذتيار الأول يتم ب 

  طريقٌ مذتلف𝑛2ٌإذا كان الإذتيار الثانً  يتم ب 

  طريقٌ مذتلف𝑛𝑘ٌ  يتم ب إذا كان الإذتيار 

𝑛1   فإن عدد النتائح  الممكنٌ هً × 𝑛2 × … … × 𝑛𝑘 

 

0 خيث  ℕ عنصرين من  و 𝑛ليكن  ≤ 𝑝 ≤ 

 عنصر 𝑛 مجموعٌ مكونٌ من 𝐸وليكن 

 عنصر  𝑛 عنصر من بين 𝑝 عنصر يسمٍ تأليفٌ ل 𝑝 يتكون من 𝐸كل جزء من 

𝐶𝑛   نرمز لى بالرمز𝑛 عنصر من بين 𝑝عدد التأليفات المكونٌ من 
𝑝
𝐶𝑛 بخيث     

𝑝
= 

 
 

𝐸

𝑑

………………………………………………………

𝑘

𝑛 𝑝

𝑛!

𝑝!  𝑛 − 𝑝 !
 

I. مبدأ الجداء 

 رئيسي مجنوعة منتوية .1

 عاملي عدد صحيح طبيعي .2

 المبدأ الأساسي للتعداد .3

 تعزيف .1

II.  التأليفات 

التعداد
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  49 إلٍ 1 كرة مرقمٌ من  49يختوي صندوق علٍ 

 كم عدد السخبات الممكنٌ ؟,  كرات فً آن واخد 6نسخب عشوائيا 

هل يمكننا الخصول عدة مرات علٍ نفس العدد فً نفس السخبٌ ؟ 

    لا إذن لا يمكن تكرار العناصر 

هل ترتيب الأرقام موم ؟ 

24     لا  − 11 − 8 − 5 − 3 − 8  و  2 − 11 − 2 − 5 − 3 −  يمثلان نفس السخبٌ إذن  24

ترتيب العناصر غير موم 

 ∗ℕ عنصرين من  و 𝑛ن ليك

 عنصر مع عدم امكانيٌ تكرار نفس العنصر يسمٍ ترتيبٌ بدون 𝑛 عنصر مذتار من بين 𝑝 ترتيب ل  كل

 𝑛 عنصر من بين عنصر  𝑝تكرار ل 

𝐴𝑛   نرمز لى بالرمز𝑛 عنصر من بين 𝑝عدد الترتيبات بدون تكرار ل 
𝑝
  بخيث  

  8 إلٍ 1 متسابقين مرقمين من  8 هناك  𝑚 100فً سباق 

علٍ منصٌ صػيرة توجد ميداليات  ذهب فضٌ نخاس 

  ؟كم من منصٌ يمكن تكوينوا

نخاس : 5فضٌ  رقم  : 3ذهب  رقم : 2 منصٌ  أي رقم  2-3-5مثال      

  ؟هل يمكن الخصول علٍ نفس الرقم عدة مرات علٍ المنصٌ

 إذن لا يمكن تكرار العناصر لا يمكن للمتسابق أن يفوز بميداليٌ ذهب و فضٌ    

 هل ترتيب أرقام الفائزين علٍ المنصٌ موم

  
 
 

  

 𝑛 − 𝑝 !
 

𝑝

 بمعنٍ آذر ترتيب العناصر موم   

 تعزيف .1

III.  الترتيبات بدون تكرار 

 مثال  .2

 مثال  .2

التعداد
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 ∗ℕ من  و ليكن 

  عنصر مع امكانيٌ تكرار نفس العنصر  عنصر مذتار من بين  ترتيب ل  كل

  عنصر من بين عنصر  ل  يسمٍ ترتيبٌ بتكرار

 هو  عنصر من بين عنصر  عدد الترتيبات بتكرار ل 

 06 أرقام و يبتدأ ب 9كم من رقم هاتف مخمول يتكون من 

 وضعيات المتبقيٌ 7هل يمكن لرقم أن يتكرر فً 

يمكن تكرار العناصر       نعم 

 وضعيات المتبقيٌ موم 7هل ترتيب العناصر فً 

ترتيب العناصر موم     نعم    

 عنصر من بينوا  𝑛إذا كان لدينا 

 𝑛1 عنصر من النوع 𝐴 

𝑛2 عنصر من النوع 𝐵 

𝑛3 عنصر من النوع 𝐶 

فإن إمكانيات ترتيب هذه العناصر هو  

 

 

 

 

𝑛

𝑛

𝑛

𝑛𝑛𝑝  

𝑝

𝑝

𝑝

𝑝

𝑛!

𝑛1! × 𝑛2! × 𝑛3!
 

    بالتتابع وبإحلال بالتتابع و بدون إحلال     في آن واحد طريقة السحب 

𝐶𝑛عدد السحبات الممكنة 
𝑝
  𝐴𝑛

𝑝
 𝑛𝑝  

 تعزيف .1

IV.  الترتيبات بتكرار 

 مثال  .2

 معامل الترتيب .3

التعداد
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 𝛺كون الإمكانيات هو مجموعٌ كل النتائح الممكنٌ ونرمز لى ب  

 يسمٍ إمكانيٌ 𝛺كل عنصر من 

 يسمٍ خدثا 𝛺كل جزء من 

𝜙 ٌلا تختوي علٍ أي نتيجٌ أي مجموع 𝜙 أبدا  

𝜙تسمٍ الخدث المستخيل  

𝛺ٌيختوي علٍ جميع النتائح الممكن  

𝛺يسمٍ الخدث الأكيد  

 كل خدث مكون من عنصر واخد يسمٍ خدثا ابتدائيا

  هو الخدث المضاد للخدث 

⋃    خيث = Ω    و  

⋂

= ϕ

= غير منسجمين إذا و فقط إذا كان  و نقول إن خدثين   ϕ

 

= ليكن    ω1,ω2, … ,ωn  ٌكون إمكانيات تجربٌ عشوائي 

 بخيث    𝐴  بعدد خقيقً   من 𝐴عندما نربط كل جزء 

 𝑝  = 1 

 ∀ 𝐴, 𝐵 ∈   2       ⇒   𝑃 𝐴⋃𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵       

   إننا عرفنا اختمالا علٍ  نقول

 

 لا تتحقق

 

𝑃

𝑃

𝐴
 𝐴  𝐴

𝐴

𝐴

𝐴 𝐴𝐵𝐵

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

⋂ = ϕ𝐴 𝐵

⋂ 𝐴

I.  مصطلحات 

1.  كوٌ الإمكاىيات 

2.  الحدث 

 الحدث المستحيل .3

4.  الحدث الأكيد 

5.  الحدث الإبتدائي 

6.  الحدث المضاد 

II.  تعاريف و خاصيات 
1.  تعزيف 

الاحتمالات

7.  اىسجاو حدثين 
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, ليكن  𝑝  فضاءا اختماليا منتويا و 𝐴

 𝑝 𝜙 = 0 

 0 ≤ 𝑝 𝐴 ≤ 1 

 𝑝 𝐴  = 1 − 𝑝 𝐴   متمم    خيث 𝐴  ًف  

, ليكن  𝑝 فضاءا اختماليا منتويا  

إذا كانت جميع الاخداث الإبتدائيٌ متساويٌ الاختمال نقول إن فرضيٌ تساوي الإختمالات متخققٌ و اختمال 

 فً هذه الخالٌ هو 𝐴كل خدث 

, ليكن  𝑝  فضاءا اختماليا منتويا و 𝐴 و 𝐵   خدثين بخيث 𝑝 𝐴 ≠ 0 

    مخقق هو𝐴 علما أن 𝐵اختمال 
𝑝 𝐴∩𝐵 

 𝐴 
 

𝑝 𝐵  أو  𝑝𝐴 𝐵ونرمز لى  بالرمز  ∕ 𝐴  

 𝐴 و 𝐵مستقلين إذا كان    𝑝 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑝 𝐴 × 𝑝 𝐵  

, ليكن  𝑝 فضاءا اختماليا منتويا  

;𝑎  نقول اننا عرفنا متػيرا عشوائيا 𝑥𝑖 بعدد عندما نربط كل عنصر من  𝑏  ٍعل  

= 𝑋 𝛺المجموعٌ    𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛  𝑋 تسمٍ مجموعٌ قيم   

= 𝑝   بالعدد𝑥𝑖  الدالٌ العدديٌ التً تربط كل قيمٌ 𝑥𝑖  تسمٍ قانون اختمال المتػير 𝑋 

 

 ( )  
    ( )

    ( )
 

 

𝐴

𝑝

𝑥

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

ΩΩ

خدث

2.  ملاحظة 

 فزضية تساوي  الإحتنالات .3

4.  الإحتنال الشزطي 

5.  تعزيف 

III.  المتغير العشوائي 
1.  تعزيف 

الاحتمالات
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= 𝐸 𝑋الأمل الرياضً       𝑥𝑘𝑝 𝑋 = 𝑥𝑘 𝑚
𝑘=1 

= 𝑉 𝑋المػايرة         𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2 

= 𝜍 𝑋الانخراف الطرازي     𝑉 𝑋  

= 𝑋 𝛺 متػير عشوائً بخيث  𝑋ليكن   , , … ,  𝑋  نقول إننا خددنا قانون اختمال  

= 𝑃إذا قمنا بخساب  𝑥𝑖   لكل 𝑖 1,2  من, … , 𝑛  ونذلص هذه النتائح فً الجدول 

……….𝑥𝑥i

…………𝛼1  𝑋 = 𝑥𝑖 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

= 𝑥𝑥 𝑖 1

2 𝑛

𝑥

𝑥 𝑥𝑃 = 𝑥𝑖  𝑥 𝑃 = 𝑥   𝑥 𝑃 =   𝑥 𝑃 =   𝑥1

𝑛𝑥2
𝑥

i 1𝑥 2
𝑥 𝑛𝑥

 

 مرة n  نعيد هذه التجربة,  في تجربة عشوائية  A احتمال حدثp ليكن

المتغير العشوائي الذي قانون احتماله معرف بما يلي  

يسمى متغيرا عشوائيا وسيطاه   و    

الأمل الرياضي  

 المغايرة

 

      knkk
n ppCkXpnk 

 1,0

p n

  npXE 

   pnpXV  1

     

     

𝑥

تعزيف 2. 

 فزضية تساوي  الإحتنالات .3

الاحتمالات
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